SESSION 2023 TPC1M

CONCOURS
COMMUN

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TPC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

o Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en
évidence des résultats.

o Ne pas utiliser de correcteur.

« Ecrire le mot FIN & la fin de votre composition.

Les calculatrices sont autorisées.

Le sujet est composé de deux problémes indépendants.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation
des copies.

Les candidats sont invités a encadrer leurs réponses.
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Probléme 1
Partie | - Nature d’intégrales généralisées

Soit a > 0, on consideére les fonctions f, définies sur R} par :

. sin(mx
Vx e R}, fa(x) = )fa ).

1 +00
On note I, et J, les intégrales généralisées : I, = / fa()dtet J, = / fa(t)dt.
0 1
Q1. Montrer que I, converge pour a < 2. Qu’en est-il poura > 27
Q2. Soit a > 1, montrer que J, est absolument convergente.

Q3. a) Soit X > 1, montrer que :

[ e L o) _a st
! 1

T X4 s ta+l

b) En déduire la nature de J, lorsque a €]0,1].

+o00

Q4. Pour quelles valeurs de a I'intégrale fa(t)dt est-elle convergente ?
0

Partie Il - Etude d’une série numérique

Soit n € N, on pose :

X+n

1 .
un:(_l)nfo sm(r[x)dx.

Q5. a) Justifier 'existence du terme uo.

Lsin(mx) . . . ,
b) On pose v, = o dx. Montrer que la suite (v,) est décroissante, puis qu’elle
0

converge vers 0.

c¢) En déduire que Z u, est convergente. On appelle ¢ la somme de cette série.
n>0

N
Q6. Soit N € N, on note Sy la somme partielle au rang N de la série, soit Sy = Z Up.

n=0
Montrer que :

1
|SN—€| sln(1+ )
N+1

Q7. ATlaide d'un changement de variable, montrer que :

n+l 3
t
YneN, u, = / sin(zt) dt.
n

t
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Q8. Exprimer la limite £ sous la forme d’une intégrale généralisée que I'on ne cherchera pas a
calculer. Ce calcul fera I'objet des parties suivantes.

Partie Ill - Résolution d’une équation différentielle

Dans cette partie, on s’intéresse a la résolution sur l'intervalle R des équations différentielles (E) et
(H) :

(E) V' +mty=

L

(H : y'’+nty=0.
Q9. a) Résoudre I'équation (H) sur R} .
b) Démontrer le résultat de cours suivant : si yp est une solution connue de I'équation (E),
alors toute solution y de (E) s’écrit sous la forme :
y=yp+h

ou h est une solution de I'équation H.

+00 L3 t +00 t
On note A4 = / Smin )dt et B; = / COSEH )dt.
1 1

On admet dans la suite du probléme que ces deux intégrales sont convergentes.

Q10. a) On considére la fonction y, définie sur R} par :

VX € R%, yo(x) = cos(7x) (A1 - / ; Mdt) _ sin(7x) (B1 - / ’ wdt),
1 1

avec A, et By définies plus haut.

Montrer que y, est une solution particuliére de I'équation différentielle (E).

Pour traiter cette question, il est recommandé de considérer A; et By comme deux
constantes numériques.

b) Montrer qu’on a la relation :

o gj +00
Vx € R, yo(x) = cos(nx)/ smim)dt _ sin(7x) / COSEﬂt)dt.
X X

c) Soitx > 0.

i) Montrerque/

X

1 cos(rt)

1
dt = — cos(mmx) In(x) +7T/ sin(st) In(t)dt.

ii) Montrer que liIT(l) sin(mrx) cos(mrx) In(x) = 0.
X—

1
iii) Justifier que l'intégrale impropre/ sin(stt) In(t)dt converge.
0

iv) Déduire des résultats précédents que la fonction y, est prolongeable par continuité
en 0.

dt.

. +00 L3 t
On note désormais : y(0) = lim yo(x) = / smin )
X— 0
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Partie IV - Calcul de / "~ Si“f“)dt

0

Dans cette partie, on considére la fonction de deux variables ¢, définie sur R x R par :

Q11.

—7xt

V(t,x) e RxR, o(t,x)=

1+1t2°

Montrer que l'intégrale généralisée :

+00 +00 e—nxt
t,x)dt = dt
/0 0(t,%) /0 i

converge pour tout x € R*.

On note désormais H la fonction définie sur R* par :

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

e—T[Xt

+00
Vx € R*, H(x) = /
0

1+ tzdt'

On admet les résultats suivants :

+00 a2

- H estde classe C2 surR* ,
9°p

, +00 a(p .,
- Vx e R*, H'(x) :L a—X(t,x)dt et H'(x) :'/O m

ou les intégrales impropres considérées sont convergentes.

Exprimer H’(x) et H”(x) sous forme d’intégrales généralisées. Le calcul de ces intégrales
n’est pas demandé.

(t,x)dt

Montrer que H est une solution sur R} de I'équation différentielle (E) étudiée a la partie Ill.

Montrer qu'il existe (A, B) € R? tels que :

+00 o3 +00
Vx € R, H(x) = cos(mx) / smint) dt — sin(7rx) / cosint) dt + A cos(7mx) + B sin(mx).
X X

On pourra utiliser les résultats démontrés a la partie .
- , D 1
a) En utilisant I'expression initiale de H, montrer que : Vx € R¥, 0 < H(x) < p—t

En déduire la valeur de lirp H(x).
X—+00

b) En utilisant des limites de suites en +co, montrer que :

X—+00

lim (A cos(7mx) + Bsin(rrx)) = 0} = [A =B= O].

c) Montrer que : Vx € RY, H(x) = yo(x).
*+° sin(7t) b

d) A l'aide des résultats de la question Q10c, montrer que : / . dt = 2
0
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Probléme 2

Les résultats de la partie Il peuvent étre utilisés dans la partie .
La partie IV est une application des parties | et lll. Elle peut étre traitée en admettant les résultats des
parties | et lll.

De facon usuelle, on note 0g le vecteur nul de I'espace vectoriel E.

Partie | - Préliminaires : étude de deux applications linéaires

Soient les deux matrices de M3(R) :

-1 2 0 1 0 -1
A=|10 1 0 et B=|2 1 -3]|.
-2 2 1 -1 0 2

On note respectivement f et g les endomorphismes de R? canoniquement associés a A et B. L'appli-
cation identité de R® est notée id et sa matrice associée est notée I.

Q16. a) Déterminer ker(f —id) et ker(f +id).
b) Calculer A2.

c¢) Endéduire que f est une symétrie vectorielle dont on précisera les éléments caractéris-
tiques.

Q17. a) Montrer que I'application g est bijective.
b) Déterminer B~1.

Partie Il - Questions de cours

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel et E; et E; sont deux sous-espaces vectoriels de E.

Q18. A quelles conditions peut-on énoncer que E; et E; sont deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de E?
Dans ce cas, on note E = E; @ E,.

Q19. Dans le cas particulier ou E est de dimension finie, donner, sans justification, une propriété
du cours permettant de démontrer que : E = E; & E,.

Q20. On suppose que E est de dimension finie, que E = E; ® E; avec dim(E,) # 0 et dim(E,) # 0.

Soit 81 = (&1, - -+, &p) = (&i)1<i<p Une base de Eq et By = (&7, -+, &) = (¢))1<i<q UNE base de
E,.
Montrer que la famille 8 = (e, ---, €, &],---, egl), obtenue par concaténation des bases 8,

et B,, est une base de E.
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Partie Ill - Etude d’un endomorphisme

Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel sur R de dimension finie et F et G sont deux sous-
espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

On suppose que dim(E) = 2n et dim(F) = dim(G) = n avec n € N*.

Soit f un endomorphisme de F vérifiant les propriétés suivantes :

(P1) : f #idret f +# —idF, ou idr désigne 'endomorphisme identité de F;

(P2) : f estdiagonalisable;

(P3) :Il'ensemble des valeurs propres de f, noté Sp(f), vérifie Sp(f) c {-1;1}.

Q21. Propriétés de I'endomorphisme f de F

a) Enraisonnant par 'absurde, montrer que ker(f —idr) # {Og}.
On admet que I'on a aussi ker(f + idr) # {Og}.

b) Pourquoi peut-on dire, sans calculs, que f est un endomorphisme bijectif de F?

c) Montrer que f est une symétrie vectorielle de I'espace F. Que peut-on en déduire pour
I'application f~17?

Soit g € L(F, G) une application linéaire bijective.

On rappelle que E = F @ G. On considére ¢ 'endomorphisme de E défini par ses restrictions aux
espaces vectoriels F et G :

Qr=8+f et o =8"
On adonc:
Vx € F, (x) =g(x) + f(x) et VxeG, p(x)=g"1(x).

Q22. Etude de ’endomorphisme ¢ de E

Soit x € E. On pose x = x; + X, avec (xq, X3) € F XG.

a) Donner I'expression de ¢(x) en fonction de xq, x,, f et de g.

b) Montrer que ker(¢) = {0g}.
Pourquoi peut-on affirmer que 0 n’est pas une valeur propre de ¢ ?

c¢) On suppose que x est non nul.

i) Montrer que x est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A si et seule-
| gx1) = Axp
ment si .
{ fx) +g71(x2) = Axq
ii) Justifier qu’on a alors x; # 0g et x; # Of.

iii) Montrer que f(x1) = (A - %)xl.

d) Montrer que si A est une valeur propre de ¢, alors :

_e1+&V5
a 2

A
avec (g1, &) € {-1, 1}2. Combien y a-t-il de valeurs propres possibles pour ¢ ?
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Q23. Diagonalisation de ¢

D’apres la question Q21, on a: F = ker(f — idr) ® ker(f + idF).
Soit (&1, -+ -, €p) une base de ker(f — idr) et (ep11, - -+, €n) UNE base de ker(f + idr). Alors
B1 = (&1)1<i<n €St Une base de F, formée de vecteurs propres de f.

a) Montrer que B, = (g(e1), -+~ , g(&n)) = (g(&1)); ;< €St UNe base de G.

On sait désormais que B = (&1, - -, €n, g(€1), -+, g(€n)) est une base de E.
Soit x € E, on note (ay,- -, an, by, ---, by) les coordonnées de x dans la base 8.
Onadonc:

n n
X=X1+Xy, avec xj= Z a g et x= Z b; g(&).
i=1 i=1

b) Montrer que x est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A si et seulement
Si:

Vi e [[1,n]], b; = %ai

. 1
Vi € [[1, p]l, ai=(A- })ai

. 1
Vie [[p+1,n]], aiz—(A—i)ai

1
c) On suppose que A — 1= 1.

i) Montrer que le sous-espace propre de ¢, associé a la valeur propre A et noté E,,
vérifie : 1
E; = Vect(el- + - g(&‘l)) .
A 1<i<p
ii) Montrer que dim(E,) = p.

. 1 N
d) OnadmetquesiA- 1= —1, alors le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre

1
A, vérifie E; = Vect(e,- + 5 g(ei)) et quon a dim(E;) = n - p.

p+l<i<n

Montrer que ¢, endomorphisme de E, est diagonalisable.

Partie IV - Application : étude d’un cas particulier

Dans cette partie, on pose E = R® et ¢ désigne I'endomorphisme de E canoniquement associé a la
matrice M :

-1 2 0 2 01
0 1 0 -1 11
-2 2 1 1 01
M= 1 0 -1 0 0O
2 1 -3 0 0O
-1 0 2 0 00
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En notant (e;)1<i<¢ les vecteurs de la base canonique de E, on pose F = Vect(eq, ey, e3) et
G = Vect(ey, es, eg).

Q24.

Q25.

Q26.

Q27.

Q28.

Pourquoi peut-on affirmerque E=F & G?

Montrer qu’il existe f € L(F) et g € L(F,G),telsque o r =g+ f.
Soient B; = (eq, ey, e3) et By = (eq, €5, €g), montrer que :

Matg, (f) = A et Matg, g,(g) =B

ou A et B sont les matrices définies a la partie I.

A Tl'aide des résultats de la question Q16, déterminer une base de F formée de vecteurs
propres de f.

a) Montrer que I'application g est un isomorphisme de F dans G.

b) Exprimer g1(e4), g7 (e5) et g7 (eg) en fonction des vecteurs (e;)1<;<3.

a) En utilisant les résultats des parties | et lll, donner les valeurs propres de ¢ et les dimen-
sions de chaque sous-espace propre de ¢.

b) Déterminer une matrice diagonale semblable a M.

FIN
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